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Vorwartskinematik S(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Direktes kinematisches Problem
® Eingabe: Gelenkwinkelstellungen des Roboters
® Ausgabe: Pose des Endeffektors

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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Inverse Kinematik ﬂ(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Inverses kinematisches Problem:
® Eingabe: Zielpose des Endeffektors
® Ausgabe: Gelenkwinkelstellungen

Robotik I: Einfiihrung in die Robotik | Kapitel 03




Inverse Kinematik ﬂ(IT

Karlsruher Institut far Technologie

a
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Ubersicht: Direkte und Inverse Kinematik A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Gelenkwinkel Transformation Kartesische Koordinaten
(Konfigurationsraum) (Arbeitsraum)

Direkte Kinematik

X =f(6)

(64, ...,0,) ECS R xXEW =R™M

Inverse Kinematik
0=F"1(X) z.B. Position und Lage

des Endeffektors

Xrcp = (0¥, 2,a,B,7)

n: Bewegungsfreiheitsgrade
m: Freiheitsgrade

&
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Inverse Kinematik: Problemstellung ﬂ(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Gelenkwinkelraum Kartesischer Raum
(Configuration Space) (Workspace)
(04,..,0,) ECCSR" Direkte Kinematik W = R™

Inverse Kinematik

n: Bewegungsfreiheitsgrade
m: Freiheitsgrade

Robotik I: Einfiihrung in die Robotik | Kapitel 03 . H?T




Inverse Kinematik: Bijektion A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Direkte Kinematik: x=f(0), xeW,0eC
® Inverse Kinematik: 0=F"1(x

® Inverse Funktion f 1 existiert nur wenn f bijektiv ist (injektiv und surjektiv)

® Funktion f:C — W ist injektiv, wenn zu jedem Wert in W hochstens ein Element
aus C (gar keins, genau eins, aber nicht mehrere) existiert

f(0) =f(0,)=>06,=0,

® Funktion f:C — W ist surjektiv, wenn fur alle Wert in W mindestens ein Element

aus aus C existiert
vxeW:30€(C: f(B)=x

® Im Allgemeinen ist die Vorwartskinematik f nicht bijektiv

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T



Inverse Kinematik: Injektion

Vorwartskinematik ist i. A. nicht injektiv (f(x1) = f(xy) = x; = x5)

« XTcp <« XTcp

0= (01, 92) € C, P = (q)l, CDZ) eC

f(0) = f(®) = x7¢p

f_l(xTCP) = ?, 0 oder ®?
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Inverse Kinematik: Surjektion A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Vorwartskinematik ist i. A. nicht surjektiv(Vx € W: 30 € C: f(0) = x)

o« XGoal e o« XGoal

FO)ER  F(x0a)

Es existiert kein @ € C, fur das f(0) = X;pq1-
Teilweise behebbar durch Definition des Arbeitsraums W c RZ.

&
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Inverse Kinematik: Beispiel eines 2-DoF Roboters (1) A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Position des Endeffektors (Vorwartskinematik)

x = f(8) = (cc.)s 0, + c.os(el + 92))
sin 8, + sin(6, + 6,)
® Bei gegebener Zielposition x.,,; betragt der Abstand _#_l_%f._lﬂ——-— X

von der aktuellen Position zum Ziel:
Ax = ||xgoq — x ||

® Inverse Kinematik: Finde 8, fir das Ax = 0.

11 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T



Inverse Kinematik: Beispiel eines 2-DoF Roboters (2) ‘(IT

arlsruher Institut far Technologie

® Wie verandert sich der Abstand Ax

® flr unterschiedliche Gelenkwinkel 8 = (64,60,)7?
@ fur unterschiedliche Zielpositionen X, 4;?

T 0>
W Konkret: XGcoal = (0,\/7) 2n
) 3w 3
® L6sungen: 61 = (%,g) oder 6, = (Tn'?n)
xGoafv h

&
Q
S
2

o
e
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Inverse Kinematik: Beispiel eines 2-DoF Roboters (4) A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Was passiert bei x;,q; = (0,2.1)7 auRerhalb des Arbeitsraums?
Keine Losungen

Ax = ||xXgoar — x |l

0,

2n
o< XGoal

N3

13
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Inverse Kinematik: Beispiel eines 2-DoF Roboters (5) = ‘(IT

® Wie verindert sich der Abstand Ax fiir x;,,; = (0,0)7?

® Es gibt unendlich viele Losungen: 8 = (64, )

W 0, = m: Der zweite Arm ist eingeklappt ; Ax = ||xgoa — X |
auf den ersten Arm '

W 0, kann beliebig gewahlt werden

0, beliebig Goal

14 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03



Inverse Kinematik: Beispiel eines 2-DoF Roboters (6) ‘(IT

arlsruher Institut far Technologie

y = 0.0000

Xgoar = (O, Y)T

Ax = ||xXgoar — x |l

15 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03



Inverse Kinematik: Beispiel eines 2-DoF Roboters (3) ‘(IT

arlsruher Institut far Technologie

® Wie verandert sich Ax fur unterschiedliche Zielpositionen X4 = (O ygoal)

ygoal = 1. 0 ){goal =11 Ygoal = 1.2 ygoal = 1. 3 Ygoal = 1.4
\ A 1 i | y N |-

16 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03



Inverse Kinematik: Beispiel eines 2-DoF Roboters (6) A\‘(IT
Im Fall eines 2-DoF planaren Roboters gibt es vier verschiedene Falle:

@ Es gibt zwei unabhangige Losungen (Normalfall).

® Es gibt genau eine Losung (Rand des Arbeitsraums).

W Es gibt keine Losung (AulSerhalb des Arbeitsraums).

® Es gibt unendlich viele Losungen (Zielpunkt in der Basis).

V' A

6, beliebig

Zwei Losungen Eine Losung Keine Losung Unendlich viele Lésungen

&
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Inverse Kinematik: Beispiel eines 3-DoF Roboters

3-DoF Roboter: Wie sieht der Losungsraum aus?

XGoal = (0, y)T

Ax = ||xXgoar — x |l

|

:‘/ XGoal
|
1

y = 0.0000

o___
N3
~1
N
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Inverse Kinematik: Vorgehensweise A\‘(IT

W Lage des TCP
nx Ox ax px ,‘5{;
. (™ 9 4 Py — B |\ o=
ree nZ OZ a’Z pZ 94
(s P

0O 0 0 1

B Kinematisches Modell:
Trep = " Trep(0) = Ap1(61) - A12(02) - oo Ap_an—1(0n_1) - Ap—1.,(6n)

W Gegeben: Ty-p, Gesucht: 0
® Ansatz: Gleichung nach 0 auflésen (nichtlineares Problem)

<D
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Geometrische Methode: Vorgehen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Nutze geometrische Beziehungen, um die Gelenkwinkel @ aus der Ty.p zu
bestimmen.

® Das kinematische Modell wird dabei nicht direkt verwendet.

Anwendung von:
® Trigonometrischen Funktionen
® Sinus- / Kosinussatzen

22 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T



Geometrische Methode: Beispiel A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

A

y __________________

v

® Mit Kosinussatz:
x2+y?2=1012+1% —2l1l,cos(8,)

x?+y? =12 - 12
cos(6z) = - yzz T @‘ “C"S@
\_ 1°%2
Y

u
&
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Geometrische Methode: Beispiel (2)

12 =x%2+4+y2+12 — 21, /x% + y? cos(y)

Robotik I: Einflihrung in die Robotik | Kapitel 03

A

y __________________

v

2402412 |2
> cos(yp) = X2
(w) 211/ x2+y2

w

SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

Y = acos (w)
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Geometrische Methode: Beispiel (3) A\‘(IT

Robotik I: Einflihrung in die Robotik | Kapitel 03

Karlsruher Institut far Technologie

A

y __________________
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Geometrische Methode: Polynomialisierung A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Transzendente Gleichungen sind in der Regel schwer zu |6sen, da die Variable
6 gewohnlich in der Form cos 6 bzw. sin 8 auftritt.

Werkzeug: Substitution (Weierstraf3-Substitution)
u = tan (9)
2

2

unter Verwendung von:

1—-u 2U

> sinf = —;
1+u 1+u

cos @ =

=» Auflosen von Polynomgleichungen

&
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Algebraische Methoden A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

B Gleichsetzen von TCP-Pose Tr-p und Transformation BKSTTCP aus dem
kinematischen Modell:

Trep = BKSTTCP (9)

B Koeffizientenvergleich der beiden Matrizen

a]_]_ a]_n bll bln
anl nes ann bnl res bTLTl

W 16 Gleichungen bei homogenen Matrizen in 3D (4 trivial: 0 = 0,1 = 1)
=» 12 nicht-triviale Gleichungen

&
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Algebraische Methoden: Beispiel (1) ‘(IT

® Aus kinematischem Modell Cin =S 0 licq + Lycqy
BKST. ., = S12 €12 0 lis;+ 1,815

0 0 1 0

0 0 O 1

€y = cos(01 + 92); S;, = sin(6, +6,)

@ Gewlinschte Lage des Endeffektors im Raum:
Position (x, y), Orientierung(¢)

Cp —S¢ 0 x
S C 0 vy

P. = | °¢ ¢
Yo o0 10
0 0 0 1

29 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T
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Algebraische Methoden: Beispiel (2)

Koeffizientenvergleich

Cp —S¢ 0 X iz —S12 O
S Cop 0 y)_|[5S12 ¢z O
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
Cp = C12 (D
S¢ = S12 (2)

X = l]_C]_ + l2C12 (3)
y=1U5s +1512 (4)

=» Nach 0 auflosen

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03




Algebraische Methoden: Beispiel (3)

Summe der Quadrate von (3) und (4)

x? = licf + 2lyc1lycq5 + 5y
y? = 1Fs{ + 21511581, + 1357,

st+ct=1; sh+ci =1

xz + yz == l% + l% + 2l1l2(C1C12 + 51812) = l% + l% + 2l1l2C2

X2 +y?— 12— 12 @
2= 201, -

Zwei Losungen fur 8, sind moglich. Warum?
=» Redundanz

31 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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Algebraische Methoden: Beispiel (4) A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Berechnung von 04

® Koeffizientenvergleich:
x =lyc1 + lzcq2, y =1lis;+ 12

® Additionstheorem: cos(6; + 6,) = cos(6,) cos(6,) — sin(H,) sin(6,)

x =lic; + 15(c165 — 5157)
y = lys; + 1,(s1¢; + 55¢1)
® Vereinfachen:
x = (I + Lex)er — (Uzs2)sq
y = (U +13c3)s1 + (I382)cq

Auflosung schwierig.

Hilfe durch Schablonen fir typische Gleichungen oder symbolische Mathehmatik in Matlab,
Maple, Mathematica.

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T
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Algebraische Methoden: Losungsalgorithmus A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

& Problem:
Oft konnen nicht alle Gelenkwinkel aus den 12 Gleichungen bestimmt werden.

@ Ansatz:
Kenntnis der Transformationen erhoht Chance, die Gleichungen zu l6sen.

B Gegeben:
Die Transformationsmatrizen Ag; - A1 5 - o..- Ap—1n uUnd Trpp

@ Gesucht:
Die Gelenkwinkel 84 bis 6,

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T
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Algebraische Methoden: Vorgehensweise ‘(IT

ut flr Technologie

Trep = A0,1 (91) ’A1,2 (92) 'A2,3 (93) 'A3,4(94) 'A4,5(95) 'A5,6(96)

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T



Algebraische Methoden: Vorgehensweise A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Ausgangspunkt: die Matrix-Gleichung

Trep = A0,1 (91) ’A1,2 (92) 'A2,3 (93) 'A3,4(94) 'A4,5(95) 'A5,6(96)

® Vorgehensweise:

1.
2.

3.

Invertiere Ay 1(61) und multipliziere beide Seiten der Gleichung mit Aaj

Versuche aus dem neu entstehenden Gleichungssystem eine Gleichung zu finden, die nur
eine Unbekannte enthalt und I6se diese Gleichung nach der Unbekannten.

Versuche eine Gleichung im Gleichungssystem zu finden, die durch die Substitution der im
letzten Schritt gefundenen Losung nach eine Unbekannten l6sbar ist.

Falls keine Lésungen mehr gefunden werden kénnen, so muss eine weitere Matrix (4, ,(6;))
invertiert werden.

Wiederhole die Schritte 1 - 4 bis alle Gelenkwinkel ermittelt sind.

35 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T
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Algebraische Methoden: Gleichungen

Trep =Agq - A12 - A23 - A34 - Ass5- A5

-1 _
Aot Trep = A1 - Azz - A3y Ass - Ase .

AT3 - Ag1 - Trep = Az - Azy - Ays - Asg
Az} ATy AQY - Trep = Asa - Ass - Ase A ) .
A% A% ATS - AGh Trep = Ags-Ase e T 12 r,HCht-trNIale
Ays-Azs- Ay - ATs - Agt - Trep = Asg e ,GIeIChunge_n aus
jeder Matrix-
Trcp ‘Ag,é = A0,1 'A1,2 ‘A2,3 'A3,4 'A4,5 ¥ GIeIChung
Trcp ’AE,}, 'AZ,% =Ao1 Az Aoz Aze T
Trcp 'Ag,é ‘AZ% 'AE,}L =Ag1 A1 Az3

-
-
-
-
-
-
-7
-

—1 .41 4-1. 4-1 _
Trcp " Asjg - Ays - Azy-Azz =Ao1 A1
—1 .41 . 4=1.4=1. 21 _

Trcp " Asjg - Ays - Azg - Azz - A1z = Ao
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Numerische Methoden: Jacobi-Matrix (Wdh.) A\‘(IT

® Gegeben eine differenzierbare Funktion f: R™ - R™

® Die Jacobi-Matrix enthalt samtliche partiellen Ableitungen erster Ordnung von f. Fir
ein a € R" gilt:

d0f1 0f1

; axl() axn()
Jr(a) = (—l (a)) = : € R™X"

g\ O g

d0xq 0x,

® Es gilt:
d

x(t) —f(—())—]f(H(t)) 0(t)

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T
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Numerische Methoden

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03

SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

TCP-Pose Uber Vorwartskinematik:
XTcpt = f(6,)

Jacobi-Matrix liefert Bewegungstangenten in
der aktuellen Stellung 0,:
of (6;)
Jr(0y) =
FAut 00,

Annahme: Modell glltig fur kleine A8
Lineare Approximation der Bewegung
Approximationsfehler € existiert
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Numerische Methoden: Beispiel

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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Gradientenabstieg: Optimierungsproblem

Vorwartskinematik:
x = f(0), x €W c R™, 0 eCcR"

Fehlerfunktion fir Zielpose x;,4 € W
e(e) — ”xGoal — f(e) ”2
Losungen fir die Inverse Kinematik bei: e(@) =0

Ansatz: Gradientenabstieg

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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Gradientenabstieg: Ableitung der Fehlerfunktion A\‘(IT

® Fehlerfunktion fiir Zielpose X;yq € W e(0) = ||xgoq — F(0) ||?
. . | F(x) = [lAx — b]?
@ Ableitung mit Kettenregel: VF(x) = 2 AT(Ax — b)
de _ I(1xgoar — f(@) ”2) . a(xGoal — f(e))
00 a(xGoal _ f(e)) 06
Hinweis: 22 € R1*™ de T
ist ein Zeifljgnvektor % =—2- (xGOCll — f(e)) ](9)
T (xT - AT =47 - x
de .
% =2-] ) - (f(e) — xGoal)

43 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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Gradientenabstieg: Algorithmus ‘(IT

® Fehlerfunktion flr Zielpose x;,4 € W': e(0) = ||xcoq — f(0) ||?
® Gradient: grad(e) = % =2-J7(0) - (f(0) — xX¢oa1)
® Startkonfiguration wahlen: 8, € C,i =0

® Schrittlangey € R

® Solange e(0;) > ernreshold: # Grenzwert
W0, =0,—y-2-]J7(0;) - (f(0;) — xgoa1) # — Gradient
mi=i+1

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T
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Gradientenabstieg: Beispiel (1)

® 2-DoF planarer Roboter: 8 = (6,0,) € C

W Zielpose x;,q = (0,1.2)T

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03

« XGoal
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o e(0) = lIxgoq = £(8) II?
2 : i

2N EEEE TS 0 e I GO X

- 0.6

- 0.4

_______________________ - 0.2

o
1
1
I
|
© [ RS PR ———
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Gradientenabstieg: Beispiel (2)
® 2-DoF planarer Roboter: 8 = (64,0,) € C

W Zielpose x;,q = (0,1.2)T
® Gradientenfeld

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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Gradientenabstieg: Beispiel (3) A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

W 2-DoF planarer Roboter: 8 = (8,0,)T € C
W Zielpose x;,q = (0,1.2)T
® Gradientenfeld

@ Schrittlange: y = 0.2
T
W Start: 0, = (n, E)

« XGoal

47 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03




Gradientenabstieg: Beispiel (4) A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

2-DoF planarer Roboter: @ = (64,0,)T € C
Zielpose X;oq = (0,1.2)7
Gradientenfeld

Schrittlange: y = 0.2
Verschiedene Startpunkte:

0, = (T[, 92,Start)T
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Numerische Methoden: Differenzenquotient A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

1) Tatsachliche Bewegung gemals:
x(t) = J(6)6(t)

2) Angenaherte Bewegung im Intervall At
mittels Differenzenquotient:

Ax =~ J(0)AB

Approximation der Anderung durch Ubergang vom
Differentialquotienten zum Differenzenquotienten

Linearisierung des Problems

50 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T
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Numerische Methoden: Umkehrung A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie

B Bisher erreicht: Lokale, lineare Annaherung an die Vorwartskinematik
Ax = f(0 +A08) — f(0) = J(0) - A8
® Gesucht: Losung fur das inverse Problem

A8 ~ g(Ax) = J7(0) - Ax

® Invertierung ist moglich, wenn:
® /((0) quadratisch ist (nicht-redundante Roboter, d.h.n = m)
® /+(0) vollen Rang hat

&
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Numerische Methoden: Pseudoinverse A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Pseudoinverse: Verallgemeinerung der inversen Matrix auf singulare und
nicht-quadratische Matrizen 4 € R™*™ (redundante Roboter)

Definition: Moore-Penrose Pseudoinverse (bei vollem Zeilenrang*)

At = AT(AAT)—l

Es gelten:
(A" =4
(AT)+ — (A+)T
(AA)T = 17147%, fureinA # 0

* Voller Zeilenrang ist bei /; Gblicherweise gegeben. Ausnahme: Singularitaten!

&
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Pseudoinverse: Herleitung A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Berechne die im Sinne der Summe der Fehlerquadrate (least squares)
bestmogliche Losung eines Systems von linearen Gleichungen

Ax=Db // A ist a rechteckige Matrix, nicht invertierbar
ATAx = ATh // AT A ist eine quadratische Matrix, invertierbar

(ATA)1ATAx = (ATA)*ATb
;i

X =(ATA)"*AT b // X ist eine Least-Squares-Lésung von Ax = b
At

Xx=A%h // ATist die Pseudoinverse von A

53 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T



Pseudoinverse A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

|2

W Die Pseudoinverse minimiert den Fehler ||]f9 — Xx|| ; sie findet die

norm-minimale Losung ”9”2

min||/;6" — x| = min (/70 - x) (/6 - x)

7 o x| =27 (0 -x) =0

0 =(Jf ) Jj x At = (ATA)~ AT
g —~ /)
Jf

&
54 Robotik I: Einflihrung in die Robotik | Kapitel 03 H2T



55

Pseudoinverse: Zusammenfassung

1. Vorwartskinematik als Funktion:

x(t) = f(6(1))

2. Ablgltung nach der Zeit:
x
x(t) = J(0)0(t)

3. Ubergang zum Differenzenquotienten:

4. Umkehrung:  A@ = [} (0)Ax

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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x(t) € R®: TCP-Pose
0(t) € R": Gelenkwinkelstellungen

x(t) € R®: TCP-Geschwindigkeiten
0(t) € R": Gelenkgeschwindigkeiten
J£(6) € R®*™: Jacobi Matrix

Ax € R®: Fehler in der TCP-Pose
AO € R": Fehler in Gelenkstellungen



Pseudoinverse: lteratives Vorgehen A\‘(IT
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B Gegeben: Sollpose des TCP Xr¢cp soll
: ’ - XTCP, soll
® Gesucht: Gelenkwinkelvektor 0, der x¢p g0y realisiert *0
XTCPt
Ax

@ [terativer Ansatz beginnend bei
Initialkonfiguration @y und xr¢cp o

1. Berechne xp¢p ¢ in Iteration t aus
Gelenkwinkelstellungen 0,

x=f(0 Af =~ g(Ax)
2. Berechne Fehler Ax aus Xp¢p g7 Und /(6)
berechnetes Xrcp, v
3. Benutze approximiertes inverses kinematisches T 0 0
Modell g, um Gelenkwinkelfehler A@ zu berechnen [ t
4. Berechne 8,1 =0, + AO
esoll

5. Fahre mit Iteration t 4+ 1 fort

&
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Pseudoinverse : Beispielberechnung (1)

@ Position:
x =1, cos6y + 1, cos(6; + 6,)
y - l]_ Sin 01 + l2 Sin(Hl + 62)

W Geschwindigkeit: _
X = . € — . 91 —
(;) =@ -6 = J;® ( 92) =

_ (_ll sin 81 — l2 Sin(Hl + 02) —lz Sin(91 + 62)) . él
~ \lycosB; +1,cos(6; +0,) I,cos(6;+6,) 0,

&
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Pseudoinverse: Beispielberechnung (2)

® Die Jacobi-Matrix muss invertiert werden:

(A91) _ 1 ( [5¢12
AG,) lil; sin, \—l¢12 — licq

SKIT

Karlsruher Institut fir Technologie

5,515 ) (Ax)
—11815 — 1151/ \Ay

—

Jr(@)1

WFirf, =n-m, n € Zist J¢(0) singular!

58 Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03

Abkurzungen:

c1, = cos(6, + 65)
S12 = sin(6; + 6,)
c; = cos(6;)

s; = sin(6;)



Pseudoinverse: Numerisches Beispiel (1) A\‘(IT
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2-DoF planarer Roboter: 8 = (6,0,) € C

Zielpose Xgoq = (0,1.2)7 8, e(e) = 1Xoa — /() |2

Dy ™ e e e e, o P e e e e

- 0.6

- 0.4

____________________________ - 0.2

o
1
|
]
1
© [ SR PR ———
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Pseudoinverse: Numerisches Beispiel (2) A\‘(IT
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2-DoF planarer Roboter: 8 = (6,0,) € C

Zielpose Xgoq = (0,1.2)7 8, e(e) = 1Xcoa — /() |2

Dy ™ e e e e, o P e e e e

Schrittlange: y = 0.2

m\T =
Start: 0, = (n, E)
« XGoal 06
% E - 0.4
0 _..__.i ____________________________ 0.2
: —- 0.0
0
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Pseudoinverse: Numerisches Beispiel (3)

® 2-DoF planarer Roboter: 8 = (6,0,) € C
W Zielpose x;,q = (0,1.2)T 6,

W Schrittlange: y = 0.2
® Verschiedene Startpunkte: 3

0, = (T[, 92,start)T

«~ XGoal . .
Singularitaten
beif, =n-mn ’

Robotik I: Einflihrung in die Robotik | Kapitel 03
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Pseudoinverse: Singularitaten

@ Pseudoinverse ist in der Nahe von Singularitaten instabil

B Umgang mit Singularitaten

® Vermeidung von Singularitaten
(nicht immer moglich)

@ Damped least squares
(auch Levenberg-Marquardt Minimierung)

Robotik I: Einflihrung in die Robotik | Kapitel 03
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Pseudoinverse: Damped Least Squares (1) A\‘(IT
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® Die Pseudoinverse ];’ (0) 16st die Gleichung J(8)A8 = Ax optimal nach A@.

® Optimal bezieht sich auf die Summe der Fehlerquadrate
2
n&n”]f(B)AB — Ax”

@ Ansatz: Minimiere stattdessen (Regularisierung einfihren)

min||/-(6)46 — Ax||® + A2|a0]

mit einer Dampfungskonstante 4 > 0.
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Pseudoinverse: Damped Least Squares (2)

@ Ansatz: 5
%n”]f(e)Ae — Ax||” + 2212617

® Die zugehorige Losung ist
JT]+22DA0 = JTAx

® Daraus ergibt sich 4 _1
A =(JT]+22D) JTAx=]T(JJT +2°I) Ax

eRhXTl eRThxm

W Hier: ] = J¢(0), m =6

Robotik I: Einflihrung in die Robotik | Kapitel 03
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Pseudoinverse: Damped Least Squares (3) A\‘(IT
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B Lo :
Losune T 21T T (11T 21
AH=£]]+AI)J J'Ax =] g] +/1Q Ax

ER‘hXTL ERT;’I,XTTL

® Die Dampfungskonstante A > 0 muss anwendungsspezifisch gewahlt werden
® Grol genug fur numerische Stabilitat in Nahe von Singularitaten
® Klein genug fur schnelle Konvergenzrate

W Hier: | = J£(0)
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Numerische Methoden: Stabilitdtsbetrachtung (1) A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Beide Ansatze (Pseudoinverse und Damped Least Squares) kénnen durch
Singularitaten instabil werden.
Eine Analyse der Stabilitat ist Giber eine Singularwertzerlegung (SVD, engl. ,,Singular
Value Decomposition®) moglich
Singuldrwertzerlegung: Eine Matrix /] € R™*™ wird dargestellt durch zwei
orthogonale Matrizen U € R™ ™ und VV € R™" und eine Diagonalmatrix D € R™*™,
in der Form
J=UDvT

O. B. d. A.: Singularwerte g; auf der Diagonalen von D seien sortiert:

04 =20y, 2 20,=0

&
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Numerische Methoden: Stabilitatsbetrachtung (2) A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Singuldrwertzerlegung: ] = UDVT

@ Die Singularwertzerlegung von J existiert immer und sie erlaubt die folgende

Darstellung von J m r
_ T _ T
] = Z oiU;V; = z ou;v; ,

i=1 =1

u; und v; sind die Spaltenvon U und V, r = rang ]J.

® Fir die Pseudoinverse J* gilt (durch Orthogonalitit von U und V):

r
Jt=VvDtUT = z o tvu]
=1
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Numerische Methoden: Stabilitdtsbetrachtung (3) A\‘(IT

® Erinnerung Damped-Least-Squares: A = JT(JJT + 121)~1Ax

® Fir die innere (zu invertierende) Matrix gilt:
JJT + 221 = (UbVvT)(vDTUT) + 221 = U(DDT + 2°UT

a DDT + A% ist eine nicht- sm% Iare Dlagonalmatrlx mit den Diagonaleintragen
a + A2. Daher ist (DDT + 1 eine Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen

(a + /12)

® Esfolgt: .
JTgIT+ 22Dt =vDT (DD + 22)TMUT = z

i=1

0;
of + A2

vul

D
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Numerische Methoden: Stabilitatsbetrachtung (4)

Pseudoinverse:

1
Jt= Z ;viuiT
l

i=1 N e’
—00 (o‘i—)o)

Damped-Least-Squares: .

O-.
JUTHRDT = Y vl
=1 i
l 0 (0;-0)

Die Invertierung von J hat in beiden Fallen eine ahnliche Form.

Die Pseudoinverse wird instabil, wenn ein g; — 0 (Singularitat)

Flr groRe g; (verglichen mit A) verhalt sich Damped-Least-Squares wie die Pseudoinverse
Fir o; = 0 verhalt sich Damped-Least-Squares wohldefiniert

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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Damped Least Squares: Beispiel (1)

® 2-DoF planarer Roboter: 8 = (6,0,) € C
W Zielpose x;,q = (0,1.2)T

Robotik I: Einflihrung in die Robotik | Kapitel 03
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2n

6(9) = ”xGoal
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— £(6) I

- 0.6

- 0.4
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Damped Least Squares: Beispiel (2)

® 2-DoF planarer Roboter: 8 = (6,0,) € C
W Zielpose x;,q = (0,1.2)T 6,

2n

@ Schrittlange: y = 0.5
@ Dampfung: 4 = 0.5 2

T
W Start: 0, = (n, g)

Robotik I: Einfuhrung in die Robotik | Kapitel 03
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1
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I
1
1
-
1
1
1
1
0
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Damped Least Squares: Beispiel (3) A\‘(IT
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® 2-DoF planarer Roboter: 8 = (6,0,) € C
W Zielpose x;,q = (0,1.2)T

@ Schrittlange: y = 0.5
@ Dampfung: 1 = 0.5
® Verschiedene Startpunkte:

0, = (T[, 92,Start)T
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Vergleich: Pseudoinverse vs. Damped Least Squares A\‘(IT
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Singularitaten bei 8, =n-nm,n € Z
Pseudoinverse

0 Damped Least Squares
2 1 []

hlr=—=sm=c=CE e 21 EREE TS e se i L

Nlg

n n
£ - 0.6
n n
7 I 2 !
: - - 0.4
1 1
1 1
1
1 : -0.2
0 paEEEEEEES 0 S ! it -
1
: |
. | L oo
n 3 n
0 3 m = 2n 91 0 3 n 37 2mn 91

&
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Zusammenfassung: Kinematik

Direkte Kinematik:
fr R*"> R™  x=f(0)

Inverse Kinematik:
F: R™" > R" 0 =F(x)

Falle:
Es existiert eine eindeutige Losung.
Es existiert eine endliche Menge von Losungen.
Es existiert eine unendliche Menge von Losungen.
Es existiert keine Losung.
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Wichtige Raume der Robotik A\‘(IT
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Effektiver Raum 7 Gelenk\{wn!(el-_ 7 Endeffe_kto_r- .
VO €E: k= J(0)- 0 %0 C geschwindigkeite W geschwindigkeiten

Nullraum inoularits
VO EN: k= J(B)- 6 =0 Singularitatsraum
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Important Spaces in Robotics (Englisch) A\‘(IT
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“Effective” space | / Joint velocity space 7 End-effector velocity space
VO EE: k= J(B)- 6 #0 C 114

Null space (self-motion) : ,
VO EN: k= J(0)- 6 =0 Singularity space
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